
Pismeni ispit iz Algebre 1
20.1.2016.

1 Neka je (G, ?) grupa i Φ : G −→ SG zadato sa Φ(g)(x) = g ? x. Pokazati da je Φ homomorfizam
grupa (G, ?) i (SG, ◦). Dokazati da je grupa G Abelova akko je Ψ : g 7→ Φ(g)(g) endomorfizam
grupe G.

Rexeǌe. Neka su g, h ∈ G proizvoǉni. Za svako x ∈ G va�i Φ(g ? h)(x) = (g ? h) ? x = g ? (h ? x) =
Φ(g)(h ? x) = Φ(g)(Φ(h)(x)) = (Φ(g) ◦ Φ(h))(x), odakle sledi da je Φ(g ? h) = Φ(g) ◦ Φ(h), tj. Φ je
homomorfizam.

Ψ(g) = Φ(g)(g) = g ? g = g2. Φ je endomorfizam akko za svaka dva elementa g i h iz G va�i
Φ(g ? h) = Φ(g) ? Φ(h) tj. g ? h ? g ? h = g ? g ? h ? h. Ovo posledǌe je ekvivalentno sa h ? g = g ? h,
odnosno da je grupa G Abelova.

2 Neka je C2016 = 〈a〉 cikliqna grupa. Odrediti broj svih ǌenih podgrupa, napisati sve
elemente ǌene podgrupe reda 6 i odrediti broj svih ǌenih elemenata reda 504.

Rexeǌe. Red podgrupe deli red grupe i za svaki delilac reda grupe postoji taqno jedna pod-
grupa tog reda. Zato je broj podgrupa jednak τ(2016) = τ(25 · 32 · 7) = τ(25)τ(32)τ(7) = 6 · 3 · 2 = 36.

Podgrupa reda 6 je 〈a336〉 = {e, a336, a672, a1008, a1344, a1680}.
Svaki element reda 504 se nalazi u cikliqnoj pogrupi reda 504 (koja je generisana tim ele-

mentom). Poxto postoji taqno jedna podgrupa reda 504, elementi reda 504 su ǌeni generatori.
Ima ih ϕ(504) = ϕ(23 · 32 · 7) = ϕ(23)ϕ(32)ϕ(7) = (8− 4)(9− 3)(7− 1) = 144.

3 Odrediti izvod diedarske grupe D13. Pokazati da je Dab
13
∼= Z2.

Rexeǌe. Izvod diedarske grupe smo raqunali na qasu, dobija se DD13 = 〈ρ2〉 = 〈ρ〉 (88. zadatak
u skripti).

Neka je Φ : D13 −→ Z2 takvo da slika parne izometrije u 0, a neparne u 1. Oqigledno je Φ
homomorfizam grupa (D13, ◦) i (Z2,+2). Φ je ,,na“, a jezgro mu je 〈ρ〉. Prema prvoj teoremi o
izomorfizmima je Im Φ ∼= D13/Ker Φ, tj. Z2

∼= D13/DD13 = Dab
13.

4 Data je permutacija π ∈ S10 reda 20. Ispitati znak (parnost) permutacije π.

Rexeǌe. π ima ciklusnu dekompoziciju π1π2 . . . πn, gde su πi ciklusi du�ine ri. Treba da va�i
r1+ · · ·+rn = 10 i NZD(r1, . . . , rn) = 20. Jedan od ri-ova npr. r1 mora da bude deǉiv sa 5 i maǌi ili
jednak 10, dakle mo�e da bude 5 ili 10. r1 nije 10 jer bi tada bilo π = π1, xto daǉe povlaqi
r(π) = 10. Sliqno, 4|r2 i r2 6 10− 5 = 5, sledi r2 = 4. Zakǉuqujemo da je jedina mogu�nost n = 3
i r3 = 1. Konaqno, sgn π = (−1)r1+r2+r3−3 = (−1)5+4+1−3 = −1.

5 Odrediti posledǌe dve cifre broja 123456789.

Rexeǌe. Posledǌe dve cifre su ostatak pri deǉeǌu sa 100 = 4 · 25. Prema kineskoj teoremi
dovoǉno je na�i ostatke pri deǉeǌu sa 4 i 25.

n = 123456789 ≡4 (−1)456
789

= 1

n = 123456789 ≡25 (−2)456
789

= 2456789

Prema Ojlerovoj teoremi je 2ϕ(25) = 220 ≡25 1, tako se problem svodi na odre�ivaǌe ostatka
pri deǉeǌu 456789 sa 20. 456789 je deǉiv sa 4 i 456789 ≡5 1789 = 1, prema kineskoj teoremi je
456789 ≡20 16.

n ≡25 216 = 2562 ≡25 62 ≡25 11

Kineska teorema garantuje jedinstveno rexeǌe. Ovde se vidi da je to n ≡100 61.



6 Grupa G je zadata generatorima x1, x2 i x3 i relacijama

2x1 + 6x2 + 4x3 = 0
4x1 − 2x2 + 6x3 = 0
6x1 + 10x2 + 8x3 = 0

Odrediti normalnu i elementarnu formu grupe G.

Rexeǌe. 2 6 4
4 −2 6
6 10 8

 V2→V2−2V1
V3→V3−3V1−−−−−−−→

 2 6 4
0 −14 −2
0 −8 −4

 K2→K2−3K1
K3→K3−2K1−−−−−−−−→

 2 0 0
0 −14 −2
0 −8 −4

 K3→−K3
K2↔K3−−−−−→

 2 0 0
0 2 −14
0 4 −8

→
V3→V3−2V2−−−−−−−→

 2 0 0
0 2 −14
0 0 20

 K3→K3+7K2−−−−−−−−→

 2 0 0
0 2 0
0 0 20


G ∼= Z2

2 × Z20
∼= Z2

2 × Z4 × Z5. Ovo su normalna i elementarna forma, redom.


